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4次 元初 期 値 空 間 で のHodgkin-Huxleyneuronのリ ミッ トサイ クル 振 動 の
basinの形
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　　The　structure　ofthe　basin　of　limit　cycle　of　Hodgkin-Huxley　model　was　investigated　1)y　carrying
out　the　numerical　simulations.　As　the　Hodgkin-Huxley　model　has　fbur　variables,　the　basin　of
limit　cyc]e　of　Hodgkin-Huxley　model　has　4-D　structure.　The　extema目nput　 current　to　the
Hodgkin-Huxley　neuron　was　important　factor　fbr　repeated　firing,　i.e.,　the　hmit　cycle　solution.
When　the　extemal　input　current　is　low,　there　is　no　stable　limit　cycle　so】ution.　In　genera1,　the　area
of　basin　of　limit　cycle　increases　with　external　input　current.　We　determined　the　detailed　shape　of
the　basin　in　4　dimensional　space　by　changing　the　extemal　input　to　Hodgkin-Huxley　neuron.
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1.は じめ に
知能 とは,何 であろ うか?知 能の解 明は,人 類 の
夢のひ とつあ り,さ まざまなアプ ローチ がなされ て
い る.例 えば,人 工知能や コンピュータサイエンス
か らのアプ ローチで ある.ま た,商 業ベース として
の興味が もたれ てい るチェスのアル ゴ リズム,将 棋
の アル ゴ リズ ムな ども知能 のひ とっ と考え られ る
【1]・[2】.さ らには,ヒ ューマ ノ ド型の ロボ ッ トの研 究
には,人 間に似 た知能が必要で あると考 え られ る.
このよ うな人 工的 な知能 に対 して,自 然界に存在
す る知能 をまねることに よって,知 能 を解明 しよう
とす るアプ ローチが存在す る.自 然 界に存在す る知
能 の典型例は,人 間 の脳 である.脳 の機能 を解 明す
るために,行 動 心理学,解 剖学,神 経生理学な どの
アプ ロー チがな されてい る[31.さらに人間の脳 に限
らず,さ ま ざまな動物が知 的な行動 をす ることに注
目し,知 能の解 明に迫 ろ うとい う研 究がある.
さて,さ ま ざまな脳 を考えてみ よ う.人 間の脳 は,
lolo個あま りのニ ュー ロンがシナプスを介 して相互
に結合 し,相 互作用 しなが ら高次の情報処理をお こ
なっている.ま た,人 間の脳(巨大脳)に比 べて,小
規模 なニ ューラルネ ッ トワー クである昆 虫などの微
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小脳 が驚 くべ き複雑な作業 を こなす【4】.昆虫の微小
脳 が,106個程度のニ ュー ロンか ら構成 され てい る
ことを考 えると非常 によく設計 され た 「知能」シス
テ ム と言 える.
近年の コンピュー タの発展は,大 規模 なニ ューラ
ルネ ッ トワー クのシ ミュレー シ ョンを可能に した[5】.
大規模 なニ ューラルネ ッ トワー クの研究 は,脳 科学
の基礎的な研 究 としてだけでな く,工 学的 な応用が
考 え られ る[6].ニュー ロンのモデル には,FitzHugh-
Nagumoモデル,Morris-Lecarモデルな どが ある[7L[8].
本研 究で用 いるHodgkin-Huxleyモデル は,ヤ リイ
カの軸策 を用 いた実験によ り導出 され た,標 準的な
ニュー ロンのモデルである[9】.
Hodgkin-Huxleyニュー ロンは,6つ の関係 式をも
った4変 数の非線形方程式で ある.解 の挙動はパ ラ
メー ター(例 えば,微 小電流 による外部入力)に 依
存す るのみな らず,初 期値 にも依存す る.
このHodgkin-Hux]eyモデル に関す る研究 は数多
くな され てい る.例 えば,外 部 か ら入 る刺激 電流
1、。,に周期関数や ランダムノイズな どの様々 な形で
入 力を加 え,そ れ に対す る挙動 を調べ るなどである
【1°H12】.他 にも,解 析 的な方面か ら解の挙動 を調べ
るために,分 岐解析 ソフ トであるAUTOを 用 いて
解構 造の探索 な どを行 った もの な どがあ る[13ト同.
しか し,初 期値 に よる リ ミッ トサ イ クル振 動解 の
ba inの形 を詳 しく調べ たものはない.
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そ こで,本 研究では外部入力を変 えなが ら,周 期
的連続発火 にな る初期値の分布 を求 め,リ ミッ トサ
イ クル振動解のbasinの形 を詳細 に調べたので報告
す る.
の
2.Hodgkin-Huxleyモア ル
HodgkinとHuxleyは,1952年に,ヤ リイ カの 巨
大 軸 索 の活 動 電位 の計 測 実 験 に よ って え た知 見 を元
に神 経 細 胞(neuron)の発火 現 象 を記 述 す る数 理 モ デ
ル(Hodgkin-Huxleyモデ ル)の 提 案 を 行 っ た.
Hodgkin-Huxleyモデ ル は,6つ の関係 式 を含 む4変
数 の 非線 形 常微 分 方 程 式 で あ る[9】.膜電 位 を表 す 変
数 を7,Na一 コ ンダ ク タン ス の増 加,Na+コ ン ダ ク
タ ン ス の減 少,K+コ ン ダ ク タ ン ス の増 加 の 各 プ ロ
セ ス に対 応 す るイ オ ンチ ャネル のゲ ー トの状 態 を表
す 変 数 をそ れ ぞ れ 醐,鬼ηとす る と 伽,鬼 〃は0と1
の 問 の値 を とる),Hodgkin-Huxleyモデル は,
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で 与 え られ る.
こ こ で,η4は 開 い て い るK　 チ ャネ ル の 割 合,
切3乃は 開 いて い るNa+チ ャネル の割 合 を意 味す る.
ノ,xtは,外部 か らニ ュー ロ ン に流 入 す る電 流 とす る.
ま た,膜 の電 気 容 量 をCm=1μF/cm2,K+の平 衡 電位
をvK=-12.OmV,Na+の平 衡 電位 を μN、=ll5.OmV,
リ ー ク 電 流 に 対 す る 膜 の コ ン ダ ク タ ン ス を
g1ξ0.3mS!cm2,その 平 衡 電 位 を 巧一10.6mV,K+チ
ャ ネル が 完 全 に 開 い た とき の コ ン ダ ク タ ン ス を
gK-36.OmS!cm2,Na+チャ ネル が完 全 に 開 い た と き
の コ ン ダ ク タ ンス を9N、=120mS/cm2とす る.な お,
これ らの定 数 の値 は,HodgkinとHuxleyの論 文 で
用 い られ て い る もの で あ る.そ れ ぞ れ の ゲー トの 開
閉 レー トに関 係 す る α,β は7の 関数 で あ り,
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で あ る[3L[12】.なお,μ の 単位 は,mVで あ る,
Hodgkin-Huxleyモデ ル は,静1卜 膜 電 位 の と りか
た に よっ て,見 か け上 異 な る形 で 表 記 され る こ とが
あ るが,静 止膜 電位 をOmVと して い るHodgkinと
Huxleyの論 文 に した が って,式(2)を 用 い る.
Hodgkin-Huxleyモデ ル は,ヤ リイ カ の ニ ュー ロ
ンの 活動 電 位 の 挙動 を再 現 で き る よ うに導 出 され て
い る.Hodgkin-Huxleyモデ ル の 挙 動 を 実 際 の ニ ュ
ー ロ ン の 挙 動 と関 連 させ て 簡 単 に ま とめ て お く.
1)外 部 か ら入 る刺激 電 流 ん。,によ り膜 電 位 が あ る
閾 値 を越 え る と,ニ ュー ロ ンは発 火(活 動 電 位 が生
じる)す る.2)ニ ュー ロ ンの発 火 後 は,大 きな刺
激 電 流 が入 って も,活 動 電位 が生 じな い 不応 期(絶
対 不応 期(absolutere舶ctoryperiod)および相 対 不応 期
(relativeref卜actoryperiod))が存 在 す る,
3.数 値計算 シ ミュレー シ ョン
3.1Runge-Kutta法を用 い た シ ミュ レー シ ョン
数値 シ ミュ レー シ ョンは,4次 のRunge-Kutta法
を用 い て行 った.こ こで は,標 準 的 な数 値 計 算 ライ
ブ ラ リ ー で あ るNumericalRecipes:TheArtof
Scienti伽Computing(数値 計算 の処 方:科 学 計 算 の
技 芸)を用 い た[16].NumericalRecipesのラ イ ブ ラ
リー の 関数 は,刊oat型 で 定 義 され て い る の で,こ
こで の 計算 も 刊oat型を用 い て行 った,Runge-Kutta
法 を用 いた シ ミュ レー シ ョンにお い て は,固 定 刻み
幅 法 と適 応 刻 み 幅制 御 法 が あ るが,計 算 ステ ップ
」オ=0,01とした固 定刻 み 幅 法 を用 い た 【5],
3.2Hodgkin-Huxleyニュー ロ ンの典 型 的 挙 動
Hodgkin-Huxleyニュ ー ロ ン の 典 型 的 な 挙 動 を 見
て お く.Hodgkin-Huxleyニュ ー ロ ン は,外 部 か ら
入 力 され る電 流 妬 に よ って発 火(∬re)挙動 が 変 化す
る。 お よそ1。.、=10FA以上 で,ニ ュー ロン は連 続発
火 を起 こす.一 方,1,.,=10FA以下 で は,Hodgkin-
Huxleyニュー ロ ンは連 続 発火 しな い.2っ の典 型 的
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図1Hodgkin-Huxleyニュー ロ ンの2つ の 典 型
的 な 挙 動.(の ～(c)は蕪、=叩Aで,固 定 点(V-
0.001,m=0.052,n=0.317,hξ0.596)に収 束 す る様
子,(d)～(Dは',.,=10.OFAで,連続 発 火 に よ り周
期 振動 す る様 子.(a),(d)はγの 時系 列.(b),(e)は
ηの時 系 列.(c),(0は解,〃,乃の位 相 空 間で の解 軌
道 で あ る.初 期 値 は(ZO,加0,η0,乃0)=(0,0,0,0)を
用 い た.
な挙動 を図1に 示す.
妬 ≒10μAでは,初 期値 に よって,一 度発火 し
た後0付 近に収束す る場合 と,連 続発火 を起 こし膜
電位7が 周期振 動をす る場合 がある.こ れ は,安
定な固定点ア トラクター と周期ア トラクターが共存
しているためである.多 数のHodgkin-Huxleyニュ
ー ロンを結合 させたニュー ラルネ ッ トワー クの挙動
を調 べるためにも,独 立 したHodgkin-Huxleyニュ
ー ロンが初期値 によって どのよ うな挙動 をするかを
調べ てお くことは,重 要 である.そ こで,初 期値 に
よってHodgkin-Huxleyモデルの挙動が どのよ うに
変化す るのかを理解す るために κ 配,η,乃の4次 元
の初期値空間で連続発火,つ ま りリミッ トサイクル
振動解 になるbasim領域を求 めた.
3.3リ ミ ッ トサイ クル 振 動解 のbasin
外 部 入 力1、。,の値 を7FAか ら10μAに 変 化 させ な
が ら,κ 鷹 陥 乃の初 期 値 物,〃20,〃0,砺を変化 させ
て連 続発 火 す る領 域 を調 べ た.刑,陥 乃は,開 閉率 を
表 す 変 数 で あ る ので,0か ら1.0の 値 を とる.ま た,
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図2200ms問 のvの 平 均 値 の 分 布.7.0≦1,。,≦
10.0μA,0≦珊o,ηo,乃o≦1.0,-10≦70≦100mV,
∠」'cκ,=LO豚A,∠溺o=∠」ηo=ぬo=0.05,∠配θ=10
mV,合 計444528パ タ ー ン の 分 布 で あ る.
膜 電位Fは,基 準電 位 をOmVと したHodgkin-
Huxleyニュー ロンを用いたので,Fは 一10mVから
100mVをとる.そ れ ゆえ,各 初期値の範囲 を一10
≦怖≦100mV,0.0≦〃30,ηo,砺≦LOと して,∠1〃30=
∠〃o=∠砺=0.05,∠」怖=10mVの 刻みで,挙 動 を
系統的に調べ,リ ミッ トサイ クル振動解 のbasin領
域 を詳細に調べた.
連続発火 してい るか どうか を自動判別す ることに
した.初 期値 の探索範 囲は 〃20(21)X〃o(21)×蝋21)×
既o(12)×Z。。,(4)-444528パターンの初期値の組 み合
わせ にな る。 これ ら全ての組み合 わせ に対 して,連
続発火であ るか どうかを個 々に判断す ることは,膨
大 な時間 を必要 として しま う。各初期値 についての
シ ミュ レーシ ョンを200ms行い,そ の間の膜電位
7の平均値をによって連続発火 しているか ど うかの
判断 を行 う.
444528パター ンの各初期値 の組 について200ms
間の7の 平均の頻度分布 を示す.図2は2つ の山
の分布に完全 に分かれ ている.一 回のみ の発火 の と
きの γの平均値は,35mVか ら5.5mVの範囲に分
布 にあるのに対 し,連 続発火 している ときは,γ の
平均値が7mVか ら10mVの範囲に分布す る.こ の
ことか ら,グ の平均値 が6mV以Lの 場合 を連続発
火 と判別す る基準値 と して用い ることがで きるこ と
が分 かる.こ れ よ り,basin領域 の境界面 を求 めた.
4次 元の境界面 を図3,図4に 示す.4次 元 の境
界面 を3次 元のグラフとして示す ことは不可能 なの
で,図3,図4で は,砺=0,30,60,90(mV)のと
きの(〃1θ,ηo,爾空間の境界面 を縦 に並べ ることに
よって示 してある.さ らに,外 部入 力 賑,を7FA,
御A,9μA,10FAと変 えた ときに,ど の よ うに変
化す るかが示 されてい る.
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図3周 期 振 動 と固定 点 を分 け る曲 面.曲 面 よ りも上 の初 期 値 で は周 期 解 とな り,連 続 発 火 を
起 こす.曲 面 よ り下 の 初 期 値 で は 固 定 点 に収 束 し,連 続 発 火 を 起 こ さな い,(a)～(d)は1,。,=
7.0μA,(e)～(h)は1醜=8.0μA,(a),(e)は以o=OmV,(b),(f)はZo=30mV,(c),(g)は70=60mV,
(d),(h)は怖=90mVで あ る.
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図4周 期 振動 と固定 点 を分 け る 曲面,曲 面 よ りも上 の初 期 値 で は周 期解 とな り,連 続 発 火 を
起 こす.曲 面 よ り下 の初 期 値 で は 固 定 点 に収 束 し,連 続 発 火 を 起 こ さな い.(a)～(d)は妬=
9.0μA,(e)～(h)はZ劇二10.OFA,(a),(e)は70ニOmV,(b),(f)は玲=30mV,(c),(g)は既oニ60mV,
(d),(h)は70=90mVであ る.
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図54。,-7.0脾A,砺一 〇mVの 曲面 に お いて,砺 が0.1,0.2,0.3,0.4のときの 断 面 図.
連 続 発火 を起 こす 部 分 に色 をつ けて示 して い る.連 続 発 火 を起 こす 領 域 の割 合 は,(a)か
ら(d)の順 に0.333,0.546,0.88,0.971であ った.
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図61伽=8.OFA,Zo=OmVのllll面にお い て,砺 が0.1,0.2,0.3,0.4のと きの断 面図.
連 続 発火 を起 こす 部 分 に色 をつ け て 示 して い る.連 続 発 火 を起 こす 領 域 の割 合 は,(a)
か ら(d)の順 に0.395,0.898,0.97,0.987であっ た.
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図71",=9.OFA,既o=OmVの曲 而 にお い て,砺 が0」,0.2,0.3,04のと きの断 而 図.連
続 発 火 を起 こす 部 分 を色 をつ け て 示 して い る.連 続 発 火 を起 こす 領 域 の 割 合 は,(a)から
(d)の順 に0.758,0。923,0.98,0。993であ っ た.
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図8奄 、-10.卯A,砺一 〇mVの 曲面 に お いて,砺 が0.1,0.2,0.3のときの 断 面 図.連 続 発
火 を起 こす 部 分 を色 をつ け て示 して い る.連 続 発 火 を起 こす 領 域 の割 合 は,(a)から(c)の順
に0.93,0.985,0.995であ っ た.
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各3次 元 グラフは連続発火す る場合 とそ うでない
場合の境界 を表す 曲面である.つ ま りリミッ トサイ
クル振動解 のbasim境界面を表 している.面 よ り上
部の初期値 をとった揚合には連続発火 を起 こ し,面
よ りも下部 の初期値 を とった場合 には連続発火を起
こさない.1α,を増加 させ ることに よって変化面が
全体的に下 に移動 してい る.こ れは,一 般的に知 ら
れているZ。。,を大 きい値 にす ると連続発火が起き る
とい う事 実に対応す る.ま た、 怖 を増加 させ る こ
とに よって3次 元グラフの山の高 さが低 くなってい
る.怖 が増加す ると,物,ηoに関 して敏感でな くな
り,編 によってのみ挙動が決定 されていることを意
味する.
3次 元の境界面を さらに詳 しく見 よ う.鞠,ηo平
面に注 目して解 の挙動の変化 を見 るため,断 面図を
作成 した.図3の(a),(e),図4の(a),(e)に対 して 掲
一 〇.1。0.2,0.3,04の4枚にスライス し,断 面を見
た ものを図5か ら図8に 示す.
図の中に飛び地がみ られ る.こ の飛 び地 は固定点
に収東 す る範 囲であ り,0.3≦〃θ≦0.5,0≦〃2θ≦0.4
で多 くみ られ る.こ れは,固 定点 に収束 してい ると
きの 醒,ηが とる値の近辺 である.こ のこ とか ら,
固定点に近い初期値 か ら始めた場合に連続発火が起
こ り難 いことが分 かる.な お、各 グラフの図注に リ
ミッ トサイ クル振動解 になる領域の比率を記 したの
で,参 考 にしてほ しい.こ れ に よって 砺 が大き く
なるにつれて連続発火が起こ しやす くなってい くこ
とが確認で きる.
固定点へ と収束す る3次 元初期値領域 の比率の変
化 を 脇 の関数 として示 した ものが図9で ある.こ
の グラフよ り0≦η≦10付近が最 も連続発火 を起 こ
し難 い とい うこ とが 分か る.初 期値 と して,砺 ≒
OmVと した とき固定点に収束す る比率 が高 く,静
止膜電位(OmV)と近い初期値の場合には,連 続発火
が起 こ り難い ことが分か る.
5.ま とめ
Runge-Kutta法を用いてHodgkin-Huxleyモデルの
数値 シ ミュ レーシ ョンを行 い,4次 元初期値空間に
お ける リミッ トサイ クル振動解 のbasinの構造を詳
細に調べ た.リ ミッ トサイクル振動解 のbasinの境
界面を決定す るた めに,一 定時間(ここでは200ms)
の μの平均値に よって分離でき ることを示 した.
この手法 を用いて,4次 元(Zo,溜θ,ηo,乃o)のbasinの
詳細な形 を求 めるこ とができた.4次 元構造 を示す
ために 鞠 を固定 した3次 元の図を並べて示 した.
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さらに,砺 を固定 して 物,ηoの2次元の断面図を求
図9固 定 点 へ と 収 束 す る 初 期 値 領 域 の 比 率 の
変 化.(a)は1"'=7.0,(b)は1。'=8.0,(c)は1。。'=
9.0,(d)は1、。,=10.0であ る.
め るこ とによ りbasinの構造 を詳 しく見た.ま た,
初期値空間 における リミッ トサイ クル振動解になる
領域 の比率 を 怖 の関数 として得た.得 られ た比率
の変化か ら,4次 元初期値空 間において,固 定点に
近い初期値か らは じめた場合 には連続発火 にな り難
い ことが分かった.
脳 は膨大なニュー ロンか ら構成 され たニューラル
ネ ッ トワー クである.そ して,ニ ュー ロン問の相互
作用 の結果,創 発現象 として 「知能」が現れ る。 し
か し、ニ ュー ロン単独の挙動 でさえまだ分か ってい
ない こ とが多 いm.こ こで は,ニ ュー ロンモデル
で あるHodgkin-Huxleyニュー ロンの初期 とを変 え
た場合 の挙動 を詳 しく調 べた,そ して,同 一バ ラ
メーター において さえ,異 なる挙動をす ることを詳
細 に 見 る こ とが で き た.こ の結 果 は,Hodgkin-
Huxleyニュー ロンを結合 させ た,ニ ュー ラルネ ッ
トワークの研 究をす る上で有意義なデー タとな るも
の で あ る.今 後,こ れ らの知 見 を 元 にHodgkin-
Huxleyニュー ロン単体 の挙動を調べ る とともに,
ニ ューラルネ ッ トワー クの挙動 を調べ てい きたい.
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